UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL
ESTADO DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

VISUALIZACION DE SUPERFICIES
TIPO ROSA

TESIS

PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICA

PRESENTA:

Miriam Gutiérrez Antonio

ASESOR DE TESIS:
Dr. Enrique Castaneda Alvarado

El Cerrillo, Piedras Blancas, México
28 de agosto de 2023



Introduccion

En el presente trabajo abordamos las superficies tipo rosa, como caso
particular de las superficies circulares analizamos aspectos geométricos de
estas superficies, en particular construimos dichas superficies mediante el
software Mathematica para poder visualizarlas.

De acuerdo a varios escritos relacionados al tema pudimos hallar que
dichas superficies fueron estudiadas primeramente por Julius Pliicker, mate-
mético y fisico que tuvo una aportacion a la geometria analitica y algebraica,
quizas la mas conocida, fue dada a conocer en su trabajo Theorie der alge-
braischen Curven, donde introdujo las coordenadas lineales homogéneas de
una linea recta, dada por una ecuacién homogénea de la forma

Ziﬁ:o a;n;
donde 7; son las coordenadas de la linea recta, definiendo asi el complejo
lineal que dio paso a la congruencia lineal.

Existieron varios métodos utilizados por Hamilton y Kummer para tratar
a las lineas rectas dadas por Pliicker, como rayos de una congruencia como
se puede ver en [2] y [16], justamente este ultimo es el que nos muestra las
ideas para obtener el tipo de congruencia que se necesita para generar a
las superficies tipo rosa, es decir, la congruencia circular. El tipo de estudio
que realizd Pliicker fue analizado mas tarde por George Salmon y retomado
recientemente por Sonja Gorjanc, profesor asistente del Departamento de
Matematicas en la Facultad de Ingenieria Civil de la Universidad de Zagreb
quien destaca la importancia de la geometria pura y aplicada, véanse [4], [5],
ey [11].

Como proélogo al presente trabajo se ha considerado el trabajo de Sonja
Gorjanc llamado “Rose Surfaces and their Visualizations”, véase [4], de ahi
se toman las ideas con el tinico objeto de hacer que este pueda comprenderse
por si mismo. Asi la tesis esta conformada por tres capitulos como se describe
a continuacion:
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En el primer capitulo se expone el proceso mediante el cual podemos
generar las superficies circulares, véase [5], [9] v [11], a partir de una con-
gruencia de circunferencias que se construye considerando circunferencias en
una congruencia de lineas, ver [1], [3] y [9], con dos puntos dados sobre el eje
z del espacio euclidiano tridimensional, véanse también [2], [12], [14], [15] ¥
[16].

En el segundo capitulo mostramos la construccion de las curvas ciclicas
cuyo estudio sirve de antesala a las curvas rosa o curvas de rhodonea, las
cuales son obtenidas de la ecuacion

p = a- cos <E>9+k,
q

véanse [13], [21], [22] y [23]. También, obtenemos la ecuacién implicita de
dichas curvas a partir del desarrollo de [20] y como se da en [4], y son visua-
lizadas a través del software Mathematica [17], [18], [19].

Para la conformacion del tercer y tltimo capitulo se hace uso de la cons-
truccion de las curvas tipo rosa dada en el segundo capitulo, mediante las
superficies circulares dadas en el primer capitulo, para mostrar como se ge-
neran las superficies tipo rosa, y la generalizacion de este tipo de superficies,
véase [5], [6], [7], [8] ¥ [10], y su visualizacién mediante el software Mathe-
matica.

Al final de este trabajo incluimos un Apéndice donde se proporcionan
c6digos, que se pueden implementar en el software Mathematica, para poder
visualizar la curvas y superficies tipo rosa.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen conceptos basicos que utilizaremos y que
nos encaminaran a conocer mejor el tema a desarrollar, de aqui en adelante
utilizaremos la siguiente notacion.

Notacion: Sean P, () y R puntos en el espacio tridimensional.

° % denota el segmento de recta entre los puntos Py Q).

° denota la recta que pasa por los puntos Py Q.

e PQ denota el arco entre los puntos P y Q).

e P() denota la distancia entre los puntos P y @, o la longitud del segmento
PQ.

e APQR denota el tridngulo con vértices P, QQ y R.

e /PQR denota el angulo con vértice Q).

1.1. Las coordenadas de una linea recta
Consideremos las ecuaciones de cualesquiera dos planos digamos:

Ar+By+Cz+D =0 (1.1)
Ax+By+Cz+D' =0 '
con A, B’ distintos de cero, juntas representan su linea de interseccion, es
decir, representan a todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen ambas
ecuaciones.

Al eliminar x e y alternadamente de las ecuaciones, las reducimos a una
forma de uso comun, como se muestra a continuacion.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que y = 0 en la primera ecuacion de

(1.1). Sim = _7 ya= _7 obtenemos z = mz + a.
Analogamente, si = 0 en la segunda ecuacion de (1.1) y consideramos
-’ -D’
n = I y b= B entonces la ecuacion resultante es y = nz + b.

La primera ecuacion representa la proyeccion de la linea en el plano xz y
la segunda, su proyeccion en el plano yz, véase la Figura 1.1. Observe que
las ecuaciones de una linea recta incluyen cuatro constantes independientes
a saber m,a,n y b, esto también puede verse en [15, pag. 30].

TN

=nz+b>b

xX=mz+a N

\ y

A //

X

Figura 1.1: La interseccion de dos planos es una linea recta L.

Proposicion 1. Sea L una linea recta que pasa por dos puntos dados P’ =
(' y,2") y P" = (2",y",2"). Las ecuaciones de las proyecciones de L sobre

los planos coordenados estan determinadas por:

r—2  y—y =7

" oo o (1'2)
' —x y'—y 22—z

Demostracion. Sea P = (z,y, z) un punto que divide al segmento P'P”, en
.k PP
la razéon — =

|~ PP"
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>N

X

Figura 1.2: Las proyecciones [y, 5 v l3 de la recta L sobre los planos coorde-
nados zy, yz v xz, respectivamente.

Sean [y, 5 v [3 las proyecciones de la recta L sobre los planos coordenados
xy, yz y xz, respectivamente. Para cada i € {1,2,3}, sean N;, S; y M; las
proyecciones de los puntos P”, Py P’ en [;, respectivamente.

Notemos que P"N;, PS;, P'M; son paralelos entre si, véase Figura 1.2. Sin
pérdida de generalidad, consideremos la recta I; y P”D paralelo a Ny M,
donde D pertenece a P'M;, ver Figura 1.3.

Con ello AP"CP y AP"DP’ tienen en comun a ZPP"C = P'P"D y ademés
son iguales los angulos en C'y D, donde C es la interseccion de P”D con
PS,.

Por el criterio de semejanza (ALA), los triangulos AP"CP y AP"DP’ son
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P'C P'"D
semejantes, y por el Teorema de Tales se tiene que Pip = prp es decir,
P//D P//P/
P'C PP’
Por otro lado, tenemos
P'P" P'P+ PP PP
PP PP PP

Figura 1.3: Proyeccion de la recta L sobre ;.

P'D  P'C+CD CD
pic - P pio

entonces

CD PPk
pP'C P'P 1’
Como DC = M;S; y CP" = N S; se deduce que

PPk MS,

PP" I SN,
Asi, considerando las proyecciones con respecto a cada eje coordenado pode-
mos concluir que
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koo —a Eoy—y ko z2—2
[z —x Iy —y Y I

)
2 — 2z

son las ecuaciones simétricas de las proyecciones de L sobre los planos coor-
denados. O]

En términos generales la Proposicion 1 muestra que la longitud de la pro-
yeccion ortogonal de una linea recta en cualquier plano es igual a la longitud
de la linea recta multiplicada por el coseno del angulo que forma con el plano,
ver Figura 1.2 y Figura 1.3, es decir, P”D = P" P’ cos a. La demostracion de
la Proposicion 1 puede consultarse también en [15, pag. 7] y [14, pag. 5].

Proposicion 2. Con las mismas condiciones de la Proposicion 1, las coor-

denadas del punto P que divide al segmento P'P" en la razon 7 son:

" 4k Y+ Ry R
S T R A

Demostracion. Sean L la recta y P, P, P” los puntos como en la prueba
de la Proposicion 1, si consideramos la recta l3 de la demostracion de la
proposicion anterior tenemos que

)

[ [

de esta manera

kx — k" =12’ — lx,
entonces

z(l+ k) = la' + k2"

Anéalogamente, para las rectas l; y I sobre los planos xy y yz, respectiva-
mente, se obtiene:

yl+k) =l +ky" v z(l+k)=1~+k2,
Despejando z, y, z de las ecuaciones anteriores se concluye que

2+ ka” Y+ Ry Z_lz’—l—k:z”
I Y IRy A Ltk
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Cuando nos referimos a una recta como la interseccion de dos planos, se
hace énfasis en constantes independientes, como fue mostradé al principio, es
decir, el niimero total de constantes independientes es cuatro y estan dadas
por (a,m,b,n), dicho nimero de constantes puede aumentar si consideramos
las ecuaciones de una linea recta dadas como en la Proposicion 1 cuando se
escriben en la forma (1.2), de tal manera que

- - (1.3)

donde r = 2" —x, s =y" —yyt = 2"—z para cualquier sistema de ejes coor-

denados. Notemos que z’, ¢/, 2’ ocurren en grupos que no son independientes

b ) b

debido a que al considerarse todas las igualdades de la ecuacion (1.2), es decir
9

x—2  y—y y—vy  z—=7 22—z  x—=1a

! — ¢ y//_y’ y//_y Z”—Z’ oM x//_x’
se estan involucrando a z,y y 2.

De hecho, considerando los grupos de cocientes

se obtiene
sz —ty =sz—ty, td'—r=tr—rz, ry—si’=ry—sx, (1.5)

haciendo
a=sz—ty b=t —r c=ry —sa. (1.6)

Para que el namero de constantes que define una recta mediante la intersec-
cion de dos planos no sea cuatro como se mencioné anteriormente, podemos
considerar una relacion de tal manera que las constantes dadas anteriormente
(r,s,t,a,by c) estén estrechamente conectadas en una sola ecuacion que nos
permita determinar una recta, dicha relacion queda definida de la siguiente
manera

ra+ sb+tc=0, (1.7)
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De las ecuaciones dadas en (1.5) y (1.6) podemos notar que son ecuaciones
de una linea recta en sus correspondientes planos, veamos;

ty —sz+a =0,
—tx +rz+b=0, (1.8)
ST —TY +c=0.

Ahora queremos establecer una relacion adicional de tal manera que los
ejes coordenados estén asociados a los parametros definidos anteriormente,
es decir a a,b y ¢, para ello definimos la siguiente ecuacion

ax + by +cz =0, (1.9)

de esta manera y considerando cualquier ecuacion de (1.8), se reduce a dos

de las cuatro ecuaciones, sin pérdida generalidad consideremos la primera
ty+a

ecuacion de (1.8), despejando z obtenemos z = y sustituyendo en la

ecuacion (1.9) se tiene que

t t
ax+by+cz:ax+by+c< y+a> = ax + (c_+b>y+%:0,
S S S

ct ca
Asi, Ar+ By+C =0,donde A=a,B=—+4by C = — es la ecuacion
s s
de una linea recta.
Con ello tenemos seis cantidades a, b, ¢, r, s, t proporcionales o iguales que
sirven para determinar la posiciéon de una linea recta siempre que mantenga

la relacion (1.7) donde r, s,t son las coordenadas del vector P”P y a, b, ¢ son
los componentes directores o cosenos directores de este vector con respecto al
origen, a estas las llamaremos las seis coordenadas de la recta, que también
pueden consultarse en [15, pag 39].

En conclusion las seis cantidades encontradas (no todas iguales a cero)
que estan relacionadas por la condicion (1.7), definen de forma tunica, una
linea recta (como sus coordenadas en el sentido indicado anteriormente).

1.2. Congruencias

De acuerdo a la seccién anterior comenzamos con la linea recta como una
curva que contiene cuatro parametros, si consideramos los parametros esta-
blecidos como arbitrarios generamos todo el sistema de lineas en el espacio
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tridimensional, esto puede consultarse en |16, pag. 36|, en la tltima parte se
establecio a la linea recta mediante seis coordenadas dadas por (r, s,t,a, b, ¢)
donde cada coordenada es funciéon de x, y, 2.

Definiciéon 3. A todo el sistema de lineas que satisface una relacion homogé-
nea entre las seis coordenadas de una linea recta se llama complejo de lineas,
dicha relacion esta definida de la siguiente manera:

(T,S,t,a,b,C) =0 (110)

La relacion (1.10) no es la ecuacion de ninguna linea en el espacio, su
forma particular es

rs' 4+ st +tu' +ap +bg +cr' =0

donde (p/,q',7’",s',t',u') son constantes de modo que cumple una relacion
similar a la dada en (1.7), es decir que p's’ + ¢'t' + v/ = 0 es la ecuacion
de una linea recta; a saber de la linea donde estés seis coordenadas son
(p',q 7', s, t',u), de hecho esta relacion expresa que la linea (r,s,t,a,b,c)
se intersecta con esta otra linea. Dicho término fue aplicado por Pliicker y
puede consultarse en |15, pag 324] y |16, pag 123|

Ahora establecemos una relaciéon homogénea doble para determinar una
superficie particular con la condiciéon de que la superficie pase a través de
una curva variable determinada por dicha relacion homogénea doble y cuyo
movimiento esta regulado por curvas de direccion fija o en este caso lineas
rectas. Iniciemos considerando las coordenadas de la linea como en (1,3),
aparentemente contiene tres constantes indeterminadas si consideramos todas
la igualdades como en (1,4), en realidad contiene solo dos ya que nos interesan
las proporciones de las cantidades r : t : s, al escribir las ecuaciones de la

forma )
T—T

r
S = 1.11
z— 7z t t ( )

r s .
denotamos a — por p y — como ¢ de tal manera que se obtenga una relacion

homogonea doble de la siguiente forma:

fl(ajuyVZ?p’q):O Yy f2($ay72;p7Q) = 0. (112)

Dichas ecuaciones determinan una curva variable. Para que esta curva pueda
generar una superficie particular debemos tener una correspondencia que
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conecte p con ¢ que tenga la forma p = ¢(q), esta correspondencia coincide
con una familia de lineas rectas o curvas fijas dadas que intersectan a la curva
variable, dichos puntos de intersecciéon son puntos en la superficie generada,
ver Ejemplo 7. De acuerdo a esta relaciéon doble damos paso a la siguiente
definicion la cual puede consultarse en [1, pag 5|, |2, pag 1], [3, pag 470] y
[12, pag 25].

Definicion 4. Se llamard Congruencia de lineas al conjunto de curvas dado
por una ecuacton homogénea doble y correspondientes a todos los valores de p
y q donde estds son constantes arbitrarias, dicha ecuacion esta determinada
por

e(r,y,2,p.9) =0 y Y,y 2p,q) =0 (1.13)
donde x,y, z son las coordenadas rectangulares de un punto de una de estas

curvas y p, q tal que p = ¢(q), son los pardametros que determinan los puntos
de ésta curva, y la denotaremos por C.

Definicion 5. A cada linea | € C se le llamard rayo de la congruencia C.

Ejemplo 6. Consideremos la congruencia formada por las lineas rectas que
intersectan una curva variable K en todas las direcciones.

IRV AN
| AW I
CRDODQMCORAT
1\ SN ML
‘ { M\\“‘
/ IX] \ \
M ADPAAANR NN
\ i ht
M\ N

IVINVN/CIV AR |
AN AN INN

Figura 1.4: Congruencia de lineas formada por una curva K.

Ejemplo 7. Consideremos la congruencia formada por las lineas rectas que
intersectan una curva K y son tangentes a una superficie S. Las lineas rectas
de la congruencia que pasan por un punto M del espacio son en general
un numero limitado y son la frontera de dos conos con vértice en M, uno
circunscrito en la superficie S y el otro que contiene a la curva K, esto
también se puede consultar en [2, pdg. 2/, ver Figura 1.5.
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K ;

T ST

| T

-
1
1
[
1
[l
1
'

Figura 1.5: Congruencia de lineas tangentes a una superficie S.

Notemos que si en las ecuaciones dadas en (1.13) x,y, z son reemplazadas

por las coordenadas del punto M = (¢, yo, 20), tendremos dos relaciones que
determinan, en general un ntimero finito de lineas de la congruencia, es decir,
un numero limitado de sistemas para los valores de p y q.

Observemos que si el punto M pertenece a la curva K, en este caso,
pasardan por M una infinidad de lineas de la congruencia que formara un

cono circunscrito a la superficie S que tiene su vértice en este punto, ver
Figura 1.6.
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Figura 1.6: Congruencia de lineas tangentes a una superficie Sy vértice sobre
la curva K.

Nos interesa analizar aquella congruencia C que, como conjunto de curvas
fijas sean circunferencias, veamos la siguiente definicién.

Definiciéon 8. Se llama congruencia de circunferencias al conjunto C(p) que
consiste de circunferencias en el espacio euclidiano E? que pasan por dos
puntos dados Py y Py, que se encuentran en el eje z y estdn dados por las
coordenadas (0,0, £p) donde p = \/q, para algin q € R.

Notemos que de la Definicion 8 para dicha ¢ tenemos varios casos:
1) Si ¢ > 0, los puntos P;, P, son reales (abusando del lenguaje) y diferentes,
y la congruencia C(p) es llamada eliptica.
2) Si ¢ = 0, los puntos Pj, P, coinciden (en este caso el eje z es la linea
tangente de todas las circunferencias de la congruencia), y la congruencia
C(p) es llamada parabdlica.
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3) Si ¢ < 0, los puntos P;, P, son imaginarios (abusando del lenguaje), la
congruencia C(p) se llama hiperbdlica, ver Figura 1.7.

Figura 1.7: Algunas circunferencias de una congruencia eliptica, paraboélica
o hiperbélica C(p) se muestran en a, b y ¢, respectivamente.

Cada plano ¢ a través del eje z corta a la congruencia C(p) en un haz
de circunferencias a través de los puntos P; y Ps, dicho haz es denotado por
(Pl, PQ)

Como antes, si ¢ es mayor, igual o menor que cero, el haz sera eliptico,
parabolico o hiperbodlico, respectivamente, ver Figura 1.8.

Figura 1.8: Un haz eliptico, parabolico o hiperbdlico (P, P») se muestran en
a, b y ¢, respectivamente.

Dado ¢ € [0,27) consideraremos el plano ((y), con coordenadas p y
z, donde ¢ es el angulo entre el eje x y el plano ((¢), consideremos una
circunferencia ¢ € (P, P») en el plano ((¢), ver Figura 1.8.
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Para cualquier congruencia C(p), la circunferencia ¢ € (P, P2) no ne-
cesariamente tiene centro en O = (0,0), lo cual se prueba en la siguiente
proposicion.

Proposicion 9. Para todo ¢ € (Py, Py) contenido en el plano ((¢) las coor-
denadas de su centro estin dadas por (h,0).

Demostracion. Sea ¢ € (P, P»), una circunferencia con centro distinto de
(0,0), ver Figura 1.8, la ecuacion general de esta circunferencia es (p — h)* +
(z — k)?> =12, donde r es el radio de la circunferencia.

Dado que Pj, P, estan dados por las coordenadas (0, £p), sin pérdida de
generalidad supongamos que P; = (0,p) y P» = (0, —p), sustituyendo en la
ecuacion anterior obtenemos el siguiente sistema

h2+(p_k>2 :7'2,

h2 + (_p _ ]{?)2 — 7,2’ (1'14)

restando la primera y segunda ecuacion de (1.14) obtenemos
(p—k)? = (=p—Fk)?*=0

entonces —4pk = 0, asi k = 0.
Por lo tanto el centro de la circunferencia c esta dado por las coordenadas
(h,0). m

Proposicion 10. La p-coordenada del centro de la circunferencia c € (P, Ps)
en el plano ((p) estd dada por p = /12 — p?, donde r es el radio de la cir-
cunferencia c, ver Figura 1.9.

Demostracion. Por la Proposicion 9 el dangulo ZPOC' es un angulo recto,
luego por el Teorema de Pitagoras p? + p? = r2.
Por lo tanto p = /7% — p2. O
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{(9)

P
/ r
0(p, 2)|

L

@
X

H A -
: —P .

------------- cE(Py, Py)

\

Figura 1.9: Para cada circunferencia ¢ € (P, P») en el plano ((¢), su centro
esta dado por (p, 2).

Proposicion 11. Consideremos la rotacion a través del eje z del plano ((p),
dado en la Proposicion 10, que contiene a la circunferencia ¢ € (Py, Py). Si
P = (2,y,7) entonces

‘T(Q?Ta 30) = COS @(T cosf + \/W)u
e AN .
2(0,7’, SO) = TSGH97

donde ¢,0 € [0,27), r € RT para ¢ <0, yr > p para ¢ > 0.

Demostracion. Sean P’ = (2/,y/, z’) un punto arbitrario sobre la circunferen-
cia ¢ € (Py, P5) y P" la proyeccion del punto P’ sobre el plano xy.

1.- Para la coordenada en .

En ACP"P', ver Figura 1.10:

/!
cost) = ——, entonces CP" = CP'cosf) = rcosf.

CcP

Como OP"” = OC + C'P”, entonces OP" = p + rcos®.
En AOx'P":

Oz’ = OP" cos p, entonces Oz’ = (p 4 rcosf) cos p.
2.- Para la coordenada en y.

Oy' = OP" sen ¢, entonces Oy’ = (p + rcosf) sen .
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3.- Para la coordenada en z.

2 =P P'=CP'senf =rsenf.

Figura 1.10: Rotacion del plano ((¢) a través del eje z.

De esta manera la congruencia C(p) queda definida por las siguientes ecua-
ciones:

2(0,7, ) = cos p(rcosd + /1% — p?),
y(0,7,) = senp(rcosd + /1% — p2),

z(0,r,p) =rsend,

donde ¢, 0 € [0,27), r € RY para ¢ <0,y r > p para ¢ > 0. O

Por otra parte, las ecuaciones (1.15) determinan que las circunferencias
de C(p) se encuentran en un toro 7(r), para una constante r, ver Figura 1.11.
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Figura 1.11: Algunos toros del sistema 7(r); para ¢ > 0, ¢ = 0y g < 0,
respectivamente.

Asi mismo, para una variable r, el sistema 7(r) contiene el toro de huso,
toro de cuerno o toro de anillo, si C(p) es una congruencia eliptica, parabolica
o hiperbdlica, respectivamente, ver Figura 1.12.

CTE
() OO oc¢

) Toro de huso para ) Toro de cuerno pa- (¢) Toro de anillo para
una congruencia elipti- ra una congruencia pa- una congruencia hiper-
ca. rabolica. bélica.

Figura 1.12: Distintos tipos de toros para el sistema 7(r) con r variable.

Para cada punto A con coordenadas cilindricas, digamos, A = (po, ©o, 20)
con py # 0, existe una tnica circunferencia ¢*(p) € C(p) que pasa a través de

los puntos A, P, y P, la p-coordenada del centro C' de esta circunferencia,

P2 p?
A( % lo cual es demostrado en la siguiente proposicion,
Po

c(p), es pi! =
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véase la Figura 1.13.

P el (R, Py

T ——

Figura 1.13: Para un punto A € ¢*(p) en coordenadas cilindricas (po, o, 20)

024 22— p?
con pg # 0, la p-coordenada de su centro esta dada por p2 = %.
Po

A

Proposicion 12. La p-coordenada del centro C' de la circunferencia ¢”(p)

es

A_pg+23_p2
Pe =" on
Po

Demostracion. Del APOC tenemos que r? = p? + (p2)2.
Por otro lado, de AACP”

r? =25 + (po — pi)?
= 25+ p§ — 2p0p% + (p2)*.

Entonces, p* + (p)* = 25 + o — 2oope’ + (02)*
Por lo tanto, p2 = M. O
2po

Ahora si consideramos las coordenadas cartesianas, entonces usando las
ecuaciones obtenidas en (1.15), para todo A = (x¢, yo, 20) donde (¢, yo) #
(0,0) tenemos que:

x(0) = cos py(rcos O + p2),
y(8) = sen o(r cos6 + )
2(0) = rsené.
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2 .2
x + z

En este caso, cospy = iy pd = Po T~
P 2po

0
z2 + y2. Dado que r? = p? + (p2)?, las ecuaciones paramétricas de la circun-
ferencia c¢(p) € C(p) son las siguientes:

. Como pg = ||(z0, yo)|l, /)3 =

z(0) = ag <\/4p2(938 +uy3) + (2§ + y5 + 25 — p*)?cos O + x§ + y§ + 2§ —p2>,

y(0) = bo <\/4p2(x3 +yd) + (23 + yg + 25 — p?)?cos O+ a + y3 + 25 — p2> :

sen 6; 6 € [0,2m)

(o) = P+ 5 — )’
(g + y5)

(1.16)
Zo Yo

SR ) M LR
203 +93) " 2a3+ )
Las ecuaciones dadas en (1.16) también se pueden consultar en [9].

donde ag =

1.3. Superficies Circulares CS(«, p)
A partir de las congruencias dadas anteriormente vamos a dar la siguiente
definicion.

Definicion 13. Una superficie circular CS(a, p) se define como un sistema
de circunferencias de una congruencia dada C(p) que se intersectan con una
curva dada o, ver Figura 1.14.

f
Lo

o> P »

A Vi TN, A AT

a b c

Figura 1.14: Interseccion de una curva dada «, con una Congruencia eliptica,
parabdlica e hiperbodlica
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Sea a : I — R3 I C R dada por a(t) = (ai(t),«
son funciones dlferenmables sobre el intervalo I, y oy, (¢
denota su proyeccion normal en el plano z = 0.

Si sustituimos (aq(t), as(t), as(t)) por (xo, Yo, 20) en la ecuacion (1.16), obte-
nemos las siguientes ecuaciones paramétricas de CS(a, p):

1.3.1. Ecuaciones paramétricas de CS(a, p)
2(1), @
)

3(t)) donde «;
= (au(t), (1), 0)

2(t,0) = (\/4p2||oz$y(t)||2 + (la(®]* = p?)* cos 0 + [Ja(1)[]* — p2>,

y(t,0) = az <\/4P2I|Oéacy(?f)|!2 + ([la@)]* = p*)? cos O + [la(t)|]* - pQ) ,

Aoy (1) |2

z(t,0) = \/p2 + (el = )" send, (t,0) € I x [0,2m).

(1.17)
a1 (t) v ay = (1)
2|l ey ()] 2|leay (D)]I*

Las ecuaciones anteriores podemos escribirlas en términos de una sola

donde a; =

ecuacion definida como sigue;

CS(t,0) = (x(t,0), y(t,0), 2(t, 0)).

Sustituyendo las ecuaciones dadas en (1.17) obtenemos

2|| y(1)

+ e " —p ) + (\/p2+ Lll(’)l‘%y )pHQ) )sin@-(0,0,l)

e (t.0) = (G0 (Wlp | auy(t) [P (]l a(t) |* =52)* - cos
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Asi,

CS(t,0) = W (o (t), aa(t),0)

2T 1P
+ (V‘W [ sy (0) 2+ alt) 1P —p2>2> el ot
(o TR e 00
desarrollando el término ! = ! en la ecua-

. . 2 | agy (@) 12 2 cay(@) || - || cay(?) |l
cion anterior obtenemos

CS(t.0) = % (en(t), an(t),0)

(ﬂp [aw @ P+ o TP —p2>2>Cose<a1<t>,a2<t>,o>
|

2 || Oy (t) || | iy (2) |
+sind-(0,0,1) <\/p2 + (!l(‘)"(;z(_tﬁ22>

realizando un par de célculos mas, obtenemos

CSP(t,0) = ILa® I —p* (o (1), aa(t), 0)

2 a8 17
47 [ (®) [+l al) [F =P, (aa(t).00(1).0)
+<\/ 1 an (0P ) S T am®

+sind-(0,0,1) <\/p2 + (Ul ‘ﬁ‘@y(‘t)ﬁ,g )
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(I a(t)? = p*)*

Factorizando el término 4 /p? + obtenemos
\/ EWONE
| () I —p (I a(t)? — p*)?
csor(t,0) = LU0 (0 (1), as(1),0) + 4 2 +
2 [[am (@) > 4| oy (t) |12

<COSH~ (@1(t), (1), 0) +sin@ - (0,0, 1))

| oy () ||
Finalmente,
CS(t,0) = ~P(t) + r°P(t)(cos 0ai?(t) + sen fas”(t)), (1.18)
donde
oy - a0l = 7 iy~ CalD)

2y (t),
Mm@ "ot

4||O‘xy(t)||2

Con respecto a la ecuacion (1.18) en [9], nos indica que pueden ser mostradas
numerosas visualizaciones de superficies circulares CS(a, p), de manera mas
general puede verse de la forma:

poo(t) = \/ o UL DD an() — 0.0.1),

V(t,0) = ~(t) + r(t)(cosfa;(t) + sen bay(t)) (1.19)

donde V : I x R/27Z — R3 y v,a;,a, : [ — R? finalmente r : I — RT.
También se supone que (a;,a;) = (az,a2) = 1y (a;,ay) = 0 para todo

t € I, donde (,) denota el producto punto en R3.

La curva v es llamada curva base la cual consta de todos los centros de las

circunferencias de la superficie circular, dados por r(t)(cos fa; (t)+sen fay(t))

y finalmente el par de curvas aj,as es llamado marco director o marco de

direccion, para mas detalles puede consultarse [9], [10] y [11].

Ejemplo 14. Consideremos la superficie circular CS(a,p), ver Figura 1.15,
con p=4,0,4i, donde la curva o esta dada por

9t 9t
a(t) = (9cost — 4 cos E,Qsent — 4 cos 5,0).
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Figura 1.15: La superficie circular CS(a,p), con «at) = (9cost —

9t 9t
4cos —,9sent — 4cos > 0) y para cada congruencia dada C(p) donde p =
4,0, 4.

En este trabajo nos interesa analizar superficies como la mostrada en
la Figura 1.15, es decir, cuando « es un ciclico arménico y de manera més
particular cuando « es una rosa. La construccién de dichas curvas se da en
el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Curvas ciclicas armonicas

En este capitulo mostramos la construccion y clasificacion de las curvas
ciclicas armonicas que se dan al considerar un movimiento rotatorio armoénico
a partir de un par de movimientos mas, uno de ellos, el mas importante
denominado movimiento armoénico simple el cual se explica a continuacién.

2.1. Movimiento armoénico simple

Construccion

Iniciemos considerando un resorte en estado de reposo, ver Figura 2.1, sin
embargo, si le agregamos una masa m y lo estiramos hasta un punto A aqui
empieza a actuar una fuerza restauradora dada por la ley de elasticidad de
Hooke, F' = —kx donde k es una constante que depende del resorte, multipli-
cado por la posicién en la que se encuentra la masa. La fuerza restauradora
provoca que la masa se acelere a la izquierda es decir que el resorte se regrese
hasta llegar a —A, comprimiendose y tratando de regresar nuevamente a la
posicion inicial.

24
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/\/\/\/\/\/\/\/\/ C

/\/\/\/\/\/\/\/\/ m

F =—kx

Figura 2.1: Ley de elasticidad o ley de Hooke.

25

Lo que queremos hacer es dar una idea intuitiva de la posicion de la masa
en funcion del tiempo ¢. Para esto vamos a hacer una grafica, ver Figura 2.2,
por conveniencia vamos a considerar al tiempo como variable independiente

y x como la posicion (z esta en funcion del tiempo).

Los puntos que se muestran en la Figura 2.2 los describiremos a continuacion.
Lo que hicimos fue colocar la masa en el punto A, regresar a —A, para
posteriormente regresar a su posicion inicial A. El tiempo total T' que tarda
la masa en regresar a su posicion inicial es el periodo del resorte.

En este sentido notemos que:

1. En el tiempo T' = 0 la masa esta en el punto A.

2. En el tiempo total T' la masa también esta en A.

3. En

la masa llega a —A.

4. En

!

pasa por el 0.

5. En % pasa por el 0.
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é | é | é ] St
t=0 TT | T | T | d
/4 T/Z 3T/4 T

Figura 2.2: Algunos puntos de la grafica de la funciéon de posicion de la masa.

Ya tenemos algunos puntos sobre la grafica de la funcién que nos interesa,
dichos puntos no se pueden unir por una linea recta pues estariamos dicien-
do que tiene una pendiente constante, o bien, en una interpretacion fisica
estarfamos diciendo que la masa tiene una velocidad constante lo cual no
necesariamente es cierto, pues al iniciar, su velocidad es 0, luego la acelera-
cion causada por la fuerza hace que aumente, después que disminuya y asi
sucesivamente con lo cual no necesariamente tiene velocidad constante y no
necesariamente esta grafica tiene forma de zigzag.

Si observamos la grafica de la funcién esta corresponde a una funcioén tri-
gonométrica en este caso a la funcién coseno, ver Figura 2.3, pues al principio
la funcion coseno no es cero, de esta manera podemos ajustarla, es decir, x(t)
puede estar determinada por x(t) = A cos(wt).

x(t) = Acos(wt)

Il
o

Figura 2.3: Funcién determinada por el movimiento del resorte.
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Para ver si la gréafica de la funcién corresponde a la establecida antes,
hacemos un poco de calculo.
La ley de Hooke suele reescribirse cambiando F' por el producto de la masa
con la aceleracion, es decir,

F = —kz,

ma = —kx(t) (2.1)

donde m es la masa, a la aceleracion, k es una constante que depende del
resorte y x(t) es la posicion en la que se encuentra la masa, la cual es una
funcién que depende del tiempo t.

Como a es la tnica variable desconocida, vamos a determinar a a en térmi-
nos del tiempo, para eso hagamos p = z(t), para pasar de la posicion a la
aceleracion necesitamos la velocidad, que se obtiene derivando la posicion,

v =1a/(t). (2.2)

Como la aceleracion determina como cambia la velocidad, tenemos que
a = z"(t). (2.3)
Asi, sustituimos (2.3) en (2.1) y obtenemos

ma"(t) + ka(t) = 0. (2.4)

Observemos que (2.4) es una ecuacion diferencial homogénea, cuya soluciéon
esta dada por
x(t) = ¢ cos(wt) + ¢ sen(wt). (2.5)

Como podemos observar la ecuacion obtenida difiere un poco con la funcion
propuesta al inicio como z(t) = A cos(wt), pero no es asi, veamos la siguiente
proposicion.

Proposicion 15. La ecuacion x(t) = ¢; cos(wt)+cg sen(wt) con valores ¢; =
Acos(p) yca = Asen(—yp) se puede escribir en la forma x(t) = A cos(wt+p)
(¢ depende de la posicion inicial del resorte al agregar la masa).

Demostracion. Consideremos la ecuacion z(t) = ¢; cos(wt) 4 co sen(wt) con
valores ¢; = Acos(p) y o = Asen(—p). Asi, tenemos que
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x(t) = ¢ cos(wt) + co sen(wt)
= Acos(yp) cos(wt) + Asen(—yp) sen(wt)
= Acos(p) cos(wt) — Asen(yp) sen(wt)
= A(cos(p) cos(wt) — sen(p) sen(wt))

= Acos(wt + ¢). -

Definiciéon 16. La forma de representar el movimiento de un resorte al ser
agregada una masa m se llama movimiento armadnico simple y se expresa por
la ecuacion x(t) = Acos(wt + ¢).

Cada una de las constantes de esta ecuacién tiene un significado fisico
del movimiento, como vimos en la Figura 2.1, A es la amplitud (es el des-
plazamiento méaximo desde el estado de reposo), w representa la frecuencia

angular la cual esta dada por w = AL (cambio de angulo entre cambio de

) 27 . k

tiempo), en este caso w = T y también puede verse como w = 4/ — pues
m

verificando que z(t) = A cos(wt + ¢) cumple la ecuacion (2.4) se tiene

2'(t) = —Awsen(wt),

2"(t) = —Aw? cos(wt),

sustituyendo z”(t) en la ecuacion (2.4) obtenemos m- (—Aw? cos(wt + ¢)) =

k
—k- (A cos(wt + ¢))mw?* = k. Asi, w =/ —, con k,m conocidas. Finalmen-
m

te, ¢ depende de la fase inicial, es decir, la posiciéon en la que la masa esta
agregada al resorte en el tiempo ¢ = 0 pero que no necesariamente se encuen-
tra en el méximo desplazamiento del resorte, véase Figura 2.4, para mayor
informacion constltese [21], [22] v [23].
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AYAVAYAYAVAYAVAY.

m

— x(t) = Acos(wt) sigp =0

— x(t) = Acos(wt + @)
—x(t) = Acos(wt + ¢")

Figura 2.4: Grafica de la posicién dependiendo del angulo de desface.

29

La parte importante de este movimiento, que nos interesa analizar, es la

interpretacion geométrica que daremos a continuacion.

Interpretacion geométrica

Definicion 17. Si una particula se mueve con una velocidad uniforme a lo
largo de una circunferencia, entonces el movimiento en linea recta del pie
de la perpendicular desde la posicion de la particula sobre el didmetro de la
circunferencia en el eje x, se llama movimiento armodnico simple, ver Figura

2.5, y se expresa como antes, por la ecuacion x(t) = A cos(wt + ¢).
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-«

to ty ta

- P«

t3 ty ti ien

Figura 2.5: Interpretacion geométrica del movimiento armoénico simple.

Definicién 18. Llamaremos movimiento rotatorio armonico a la composi-
cion de dos movimientos dados por las siguientes ecuaciones paramétricas en
coordenadas polares, tomadas simultdneamente,

p = acos(pt + k),

0 — qt. (2.6)

La primera ecuacion representa un movimiento armoénico simple, es decir,
es el movimiento de un punto que tiene movimiento armoénico simple a lo
largo de una linea, ver Definiciéon 17.

La segunda ecuacion representa un movimiento angular (rotatorio) uniforme,
el cual representa que la misma linea dada en la ecuacién anterior, en el mismo
tiempo ¢, gira con una velocidad angular constante ¢ aproximadamente en
uno de sus puntos fijos.

El lugar de este movimiento rotatorio armoénico es la curva ciclica armoénica

p(0) = acos Py + k, ver Figura 2.6.
q
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.;‘_ B
Qi

~
fed -~

~,

a cosG';)t) -+ k p

Figura 2.6: Método para construir cualquier curva ciclica arménica.

2.2. Construccion y clasificacién de las curvas
ciclicas armoénicas

Definicion 19. Una curva ciclica armonica es dada por la ecuacion polar

p(0) = acos g@ +k, 0€l0,2qn] (2.7)

donde b es un nimero racional positivo y a, k € RY.
q

Construccion

En la Figura 2.6, O representa el origen de coordenadas, y 821 la linea
inicial. PN

En un punto D elegido a cualquier distancia conveniente de O en OA,
construyamos DA’ una perpendicular a OA y tomemos DO’ igual a k. Lla-
memos 0 y § a ZAOB y ZA'O'B’, respectivamente tal que dicha medida
angular sea gt y pt, respectivamente, considerando a t como un namero en-
tero arbitrario.
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En O'B’ tomemos a O'P’ = a, y sea R’ la proyeccion de P’ sobre DA’.

Con centro en O y radio DR’ se describe un arco AR, con P sobre OB, para
cualquier caso

p=0OP=0OR=DR =DO"+0OR =k+acospt, 0=qt

de donde al sustituir ¢, obtenemos p(6) = acos Py 4 k 1a ecuacion de una
q
curva ciclica armonica.

Las Figuras 2.7, 2.8, 2.9, 2.10 son ejemplos que muestran el método apli-
3
cado a la construccion de los ciclicos armonicos donde p(f) = a cos 59 + K,

para los valores k = 3a, k = a, k = a y k = 0 respectivamente. Al ele-

gir alguna unidad de medida angular suficientemente pequena y tomando
t=0,1,2,3, ..., podemos construir tantos puntos de la curva como deseemos
en intervalos pequenos como queramos.

Figura 2.7: Ciclico arménico cortado k > a.

La Figura 2.7 tiene un centro abierto, por la forma de la ecuacion la curva
esta incrustada entre dos circunferencias cuyos radios son k — a y k + a,
respectivamente.
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Figura 2.8: Ciclico arménico cuspitado k = a.

La Figura 2.8 consta de hojas que se encuentran en un punto en el centro,
el diametro de cada hoja es k + a.

Figura 2.9: Ciclico arménico ovalado k < a.

La Figura 2.9 consta de dos conjuntos de hojas, siendo k+a los didmetros
del conjunto més grande y k — a los del conjunto méas pequeno.
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Figura 2.10: Ciclico arménico foliado k = 0.

La Figura 2.10 consta de un tnico conjunto de hojas cuyos diametros son
iguales a a.
Estas propiedades sirven como base para la clasificacion de las curvas ciclicas
armonicas de cualquier tipo.

Clasificacion de curvas ciclicas armonicas

Definiciéon 20. llamaremos un ciclico armdnico:

a) Cortado si k > a;

b) Cuspitado si k = a;

¢) Ovalado si 0 < k < a;

d) Foliado si k = 0.

Las curvas ciclicas armoénicas abarcan como casos especiales un nimero
considerable de curvas familiares. En las Figuras 2.11, 2.12, 2.13 y 2.14,
mostramos mas ejemplos de curvas ciclicas armoénicas ya clasificadas, asi
como en [13].
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P S
o &

@)
3 <

<

p p_ 1 p_9
a) — =2, 2k = 3a. b) ===, k= 3a. c) —=—, k=3a.
oF 0 2 =3 ©2=3
Figura 2.11: k£ > a, ciclico armoénico cortado.
~ D
N_ J
P p_1 p_9
a)—=2,k=a b)) ===, k=a c)===,k=a
OF 0 2 =3 ©2=3
Figura 2.12: k = a, ciclico armoénico cuspitado.
p p_ 1 p_9
a)—=2,3k=a b) = =—-,4k=a. c)—=—-,4k=a
OF oK ©2=3

Figura 2.13: k < a, ciclico arménico ovalado.
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(a)

ESH kS

p
=2, k=0. b) £ =
()q

Figura 2.14: k = a, ciclico armonico foliado.

2.3. Curvas tipo rosa

Las curvas ciclicas armoénicas foliadas son las curvas tipo rosa, curvas que
nos interesa analizar a fondo, y que en esta seccion detallamos.

. . n P
La ecuacion (2.7) podemos reescribirla como r = bcos —¢ + a de aqui en

adelante asumiremos, sin pérdida de generalidad, que b = 1 obteniendo la
ecuacion

T = CoS gcp + a, (2.8)

a dicha curva ciclica armonica la denotaremos por CH (n,d, a).

La ecuacion dada en (2.8) también puede consultarse en [10], [11]. Algunos
ejemplos de C'H(n,d, a) para a variable, se muestran a continuacion.

(a) Foliadoa =0. (b) Ovaladoa < 1.  (c) Cuspitado a = 1. (d) Cortado a > 1.

Figura 2.15: n =3y d=1.
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(b) Ovalado a < 1.  (c) Cuspitadoa=1.  (d) Cortado a > 1.

Figura 2.16: n =3 y d = 5.

(a) Foliadoa =0.  (b) Ovalado a < 1.  (c) Cuspitado a = 1. (d) Cortado a > 1.

Figura 2.17: n =4y d = 3.

En las Figuras 2.15, 2.16 y 2.17 se muestran mas curvas ciclicas armoénicas
con el parametro a variable, es decir, para valores mayores o iguales a 0 con
su correspondiente clasificacion.

Aqui, solo analizaremos cuando a = 0, veamos la siguiente definicién.

Definicién 21. Las curvas CH(n,d,0), también denotadas como R(n,d) se
llaman rosas o curvas de rhodonea, y son dadas por la ecuacion polar

r = Cos %g@, ¢ € [0, ds] (2.9)

donde 7 es un numero racional positivo en su forma mds simple, es de-

cir, tanto su numerador como su denominador no tienen divisores comunes
distintos de 1 y s € {1,2}, véase [{] y [10].

Debido a que la razén n determina el tipo de curva consideremos dos
casos: d
1) Si n-d es impar, entonces s = 1.
2) Si n - d es par, entonces s = 2.
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De acuerdo a la definicién anterior consideremos las siguientes observa-
ciones.

Observacion 22. Sin-d es impar, entonces las curvas se cierran en dngulos
n(d—1)

polares d-m, tiene n pétalos, con un n-ple punto en el origen y puntos

dobles, donde un punto doble son dos puntos coincidentes a través de la curva
que se intersectan.

Observacion 23. Sin - d es par, entonces las curvas se cierran en dngulos
polares 2 - d - w, tiene 2 - n pétalos, con un n-ple punto en el origen y con
2n(d — 1) puntos dobles.

De acuerdo a las observaciones anteriores, veamos algunos ejemplos.
Las Figuras 2.18 y 2.19 muestran el caso donde n - d es impar.

Figura 2.18: d =1y n = 3.

En la Figura 2.18, observemos que n - d = 3 es impar, por lo que la curva
se cierra en un angulo polar 7 y tiene 3 pétalos, con un triple punto en el
origen y con 0 puntos dobles.

Figura 2.19:d =1y n=>5.
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En la Figura 2.19, observemos que n - d = 5 es impar, por lo que la curva

se cierra en un angulo polar 7 y tiene 5 pétalos, con un quintuple punto en
el origen y con 0 puntos dobles.

Las Figuras 2.20 y 2.21 muestran el caso donde n - d es par.

Figura 2.20: d =1y n = 2.

En la Figura 2.20, observemos que n-d = 2 es par, por lo que la curva se

cierra en un angulo polar 27 y tiene 4 pétalos, con un cuédruple punto en el
origen y con 0 puntos dobles.

Figura 2.21: d=1y n = 4.

En la Figura 2.21, observemos que n - d = 4 es par, entonces la curva se

cierra en un angulo polar 27 y tiene 8 pétalos, con un 6ctuple punto en el
origen y con 0 puntos dobles.
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Figura 2.22: Rosas R(n,1).

Otras caracteristicas se tienen si n es impar, la rosa R(n, 1) es una curva
n-petalada con n lineas tangentes en el origen, ver imégenes a y b de la Figura
2.22. Si n es par, larosa R(n, 1) es una curva 2n-petalada con n lineas dobles
tangentes en el origen, ver imagenes ¢ y d de la Figura 2.22.

yA

yl

yl

~|—

b

Figura 2.23: Rosas R(1,d).

Una caracteristica méas es que si d es impar, la rosa R(1,d) tiene tnica-
mente un pétalo, ver imagenes a y b de la Figura 2.23. Si d es par, la rosa
R(1,d) tiene dos pétalos, ver imagenes ¢ y d de la Figura 2.23, donde el
ntimero de puntos dobles es 1, 3, 2 y 10, respectivamente.

yoi

=|w

3 2
1

Figura 2.24: Rosas R(n, 11).
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La Figura 2.24 muestra 4 rosas con pétalos en diferentes colores dadas
por R(n,11), para n con valores 3, 5, 9 y 15, respectivamente, con 25, 45, 75
y 165 puntos dobles, respectivamente.

De acuerdo a las caracteristicas dadas anteriormente obtenemos como
resumen el Cuadro 2.1.

n-d | periodo | nam. pétalos | punto en O | nim. puntos dobles
. 1
impar | d-m n n-ple §n(d —1)
| par | 2d-7 | 2n | 2n-ple | 2n(d — 1) |

Cuadro 2.1: Propiedades de R(n,d).

Debido a que la construccion de cualquier tipo de rosa suele ser un poco
laboriosa, podemos obtener la ecuacién implicita de las rosas para acortar
el trabajo y tener una mejor visualizacion, la cual damos en la siguiente
proposicion.

Proposicion 24. Las rosas o curvas de rhodonea R(n,d) estin dadas por la
siguiente ecuacion implicita

(Zxer (@) o) - (Ser()ee) -

i=0
(2.10)
dondeA:%j—qujys:lsin-d es impar, o s =2 sin-d es par.

Demostracion. Como cos(ng) = cos(d5¢), de la formula del angulo multiple
para el coseno, véase [20];

[n/2]
i ™ i n—2i
cosnp = Z (—1) (22) (sen )*(cos )" %,
i=0

Obtenemos

ld/2] |n/2]
5 (1)) Gen e PHos )2 = S (-1 () e s

(2.11)
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Como z,y estan dadas por

X = TCoSp,

(2.12)
y = Trsenp,
y
22 4y = 12
sustituyendo 7 en la ecuacion (2.12) obtenemos
T
CoS p = ——me,
/22 - 2
vy (2.13)
sen ¢ =

sustituyendo nuevamente a r pero ahora en la ecuacion (2.9), se tiene que
n
CO8 = = x? + 2.

n n
De la identidad trigonométrica cos? 7% + sen? —

d(p = 1 despejamos a sen ¢

teniendo
sen 5o = /T= (22 + 42),
Ccos ggo =22+ 92

Sustituimos las ecuaciones (2.13) y (2.14) en la ecuacion (2.11) obteniendo

(2.14)

Ld/2]
Z (—1)k (;Z) (\/1 — (IQ + y2>>2k(\/x2 + y2)d72k

k=0
1n/2)
if T Y 2 z n—2i
=31 () (e s

es decir,
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entonces,

(/2]
S (1) (- @ DR 425

M

Ln/2J -
( ) n—21(y)227
=0
2

aplicando el Teorema del binomio a (1 — (2% + y?))* obtenemos

2k AN [k .
2 :(_l)k-‘r] <2k> ( ) (IQ + yz) n2 —k+j
J

k=0 j=0
[n/2] n

_ 1y n—2i, 2

> (2) s

elevamos la ecuacion anterior a la potencia s para obtener

ld/2] & i ver o\’
(ZZ ( )()Wyzw,w)
k=0 j5=0 J
X i ™\ n—2i, 2i )
(R G))
Por lo tanto,

(5@

k=0 7=0
[n/2] n s
. 1) n=2i 2| _
(S ()]
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para s =1sin-desimpary s=2sin-des par. O

Ejemplo 25. Paran=3 yd=1, n-d es impar y s = 1. Entonces,

( PRI () () <x2+y2>3¥1—k+j> - ( e (j)y) ,

k=0 j=0 i=0
es decir,
1\ /0 3 3
_1)0+0 2, .2y2=040 | _ [ /110 3,0, (_1\1 I
(( () () ) ) (( e (3) a1 (Q)y) 0
obteniendo

(22 +y*)? — 2° + 30y* = 0,

la cual corresponde a la rosa polar con tres pétalos con las mismas caracte-
risticas dadas en la Figura 2.18.

Ejemplo 26. Paran=2yd=1,n-d es par y s = 2. Entonces,

(Z5rGIC)e) - (Ser()er)

donde v ="k +j yq=a>+y> Porlo que,

((—1)0 () () <q>3-0>2 - ((—1)0 (o)== v(3) asy> ~0

ast,

(@® +9*)° — (2 = *)? =0,
la cual corresponde a la rosa polar con cuatro pétalos con las mismas carac-
teristicas dadas en la Figura 2.20.

Observemos que la ecuacion (2.10) que puede consultarse en [4] es muy
importante para poder visualizar en cualquier graficador el tipo de rosa polar
que deseemos, en el siguiente capitulo utilizaremos estas curvas para generar
las superficies tipo rosa.



Capitulo 3

Superficies tipo rosa

De acuerdo a la construccién de curvas tipo rosa o de rhodonea dadas
en la seccion anterior, solo elegiremos a las curvas rosa que son base para
generar las superficies tipo rosa como lo mostramos a continuacion.

Definiciéon 27. Sea P = (0,0, p) un punto en el eje z y sea R(n,d) una rosa
dada por la ecuacion (2.9) en el plano z=0. Una superficie rosa R(n,d,p) es
el sistema de circunferencias ¢; que se encuentran en los planos ( a través
del eje z vy tiene didmetro PR;, donde R; # 0 es punto de interseccion de la
rosa R(n,d) con el plano ¢, ver Figura 3.1.

} 2

Figura 3.1: Si n - d es impar o par, el nimero de puntos R; € ( es d o 2d,
respectivamente.

45
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3.1. Ecuaciones Paramétricas de R(n,d,p)

Consideremos P' = (py,py, p.) como una rotacion del punto P sobre el
plano ¢, R(n,d) una rosa dada por la ecuacion (2.9), ver Figura 3.2.

Consideremos el espacio euclidiano en coordenadas cilindricas, es decir,
un punto en el espacio lo vemos como (7, ¢, z), donde r > 0, 0 < ¢, z € R.
Las coordenadas de los puntos P’, C' en el plano ((¢), donde ¢ es el angulo
entre los planos ¢ y y = 0 estan dadas por

Figura 3.2: Construccion de circunferencias ¢ € (.

(rp, @, 2p) = (Pocosp +pysenp, ¢, p.),
n (3.1)
(TC,QD,ZC) = (COS(E)SOJ 8070)
Puesen AOz' M, Ox' = OM cos p = pycospyen AOy M, Oy = OM sen ¢ =
py sen @, ver Figura 3.3.
Como M tiene coordenadas (7, @), 7p = p, €OS ¢ + p, sen p.
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z

Figura 3.3: Proyeccion de puntos C' y P’ sobre el plano con coordenadas
(r, ).

Sea Ry S = (rs, ¢, 2s) el radio y el centro de la circunferencia c en el
plano ((¢), respectivamente, ver Figura 3.4. Entonces,

1
R = 5\/(7’0 — T’p/)2 -+ (Zp/ — 20)2,

rg = rotTH (3.2)

zc 49:‘pz |
9 .

zs =

z

Figura 3.4: Proyeccion del centro S de la circunferencia ¢ sobre el plano con
coordenadas (r, ).
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Las ecuaciones paramétricas de la circunferencia c en el plano ((¢) son

r(0) = Rsenf+ rg,

2(0) = Rcosf+ zg, 6 € [0,2m), (3.3)

por lo tanto las ecuaciones paramétricas de la superficie rosa R(n,d, p) son
las siguientes, también puede verse en [6], [7] v [8].

z(p,0) = cosp(Rsenf +rg),
y(p,0) = senp(Rsenf +rg), (3.4)
z(¢,0) = Rcosl+ zg; e €[0,m), 6¢€l0,2m).

Si consideramos el punto P sin realizar dicha rotacion tenemos las coordena-
das de los puntos P, C € ((y) como

(rp,p,zp)(p) = (0,9,p),
(resp,20)(p) = (cos(g)go,gp,o)_ (3.5)

El radio Ry el centro S = (rg, ¢, zg) de la circunferencia ¢, quedan determi-

nados por
1/
R = 3 0032%0—1—]92,
1
rs = =cCos 2(cp), (3.6)
% d
Luego, las ecuaciones paramétricas de la circunferencia ¢ en el plano ((¢)
son:
r(f) = E cosﬁ( )+ 2 4 cos? —sen d
=9 7\¥ D g ;
1 (3.7)
z2(0) = 3 p+~/p2+coszgg00059>, 0 € [0,2m),

donde ¢ € [0,dr) si n-d es impar, y ¢ € [0,2dr) si n - d es par.
Finalmente, las ecuaciones paramétricas de la superficie rosa R(n,d, p)
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1
z(p,0) = 500590( g(ga + 4 /P + cos? — gpsen@),

1 n
y(p,0) = = sengp cos — (gp + 4/ p* + cos? dgpsen 9) (3.8)
2(p,0) = 5 (p + 4/ cos? %gp cos 0) :

3.2. Ecuaciones implicitas de R(n, d, p)

SOo1:

Teorema 28. Las superficies rosa R(n,d,p) son dadas por las siguientes
ecuaciones implicitas:
Sin > d, esta dada por,

(x +y 5(’” ) (Ldz/z:zk: k+]< )(f.)(I2+y2+22—p-z)A(x2+y2)k_j>s
k=0 j=0 - S
— (Z(—l)l(;)xn_mym) , (3.9)

donde A =d —2(k —j).

Sin < d, la ecuacion es,

d/2] & L s
( Z Z k+]( ) <j) (.I‘Q + y2 + 22 —p- Z)d_Q(k_j)(l’z + y2)k—j>
k=0 7=0
[n/2] s
— (12 + y2) S(d;n) ( Z (_1>z (;) aniy21> , (310)
1

=0

donde s =1 sin-d es impar ys =2 sin-d es par, las ecuaciones (3.9) y
(3.10) también pueden consultarse en [10].

Demostracion. Tenemos que cos d’¢ = cosny, recordemos (2.11). Asi, en el
plano ((p) a través del eje z, en Coordenadas cilindricas (r, ¢, z), la ecuacion
de la circunferencia c es

(r—rs)?+ (2 — 25)* = R?,
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es decir,

sustituyendo r = /22 + y? en (3.11) obtenemos la siguiente condicién para
los puntos de R(n,d, p)

2 2 2 2 2 2 2
c Sn T y z P Z, 5 n \/1 (.I‘ Yy z P Z)

d vV + y? (22 +y?) ’
(3.12)
sustituyendo (3.12) y cosp = * ,Senp = — Y dentro de la

x? +y? \/m
ecuacion (2.11), obtenemos lo siguiente
Sin > d, tenemos (3.9) donde A = d — 2(k — j).
Sin < d, tenemos (3.10) donde s =1 sin-desimpary s =2 sin-d es par,
para ambos casos. O

3.3. Visualizacion de R(n, d, p)

Las siguientes figuras estan generadas con el software Mathematica, di-
chas figuras pueden consultarse en [4], [17], [18] y [19].
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R(5.1.2)
Figura 3.5: Sid=1y p # 0.

La Figura 3.5 muestra superficies tipo rosa dada por R(n, 1,p), donde
n =3, 5, 2 y 4, respectivamente, con p = 2.

Figura 3.6: Sid=1y p=0.

La Figura 3.6 muestra superficies tipo rosa dada por R(n, 1,0), con n = 3,
5, 2y 4, respectivamente.

R(52.1) R(2.,5.1) R(7.3.0) R(3.7.0)

Figura 3.7: Cuatro superficies rosas.
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DS

R(1,3,1) 'R(l,2,1) R(8,5,0) R(5,4,0)
R(13,0) R(1,2,0) R(5.8.0) R(5.4,0)

Figura 3.8: Otras superficies rosas.

Las Figuras 3.7 y 3.8 muestran superficies tipo rosa dada por R(n,d,p)
con n y d variables, para valores de p donde p =0 o 1.

3.4. Generalizacién de Superficies tipo rosa

En el Capitulo 1 vimos la definicion de superficie circular asi como algunos
tipos de congruencias circulares, necesitamos dichos conceptos para dar paso
a la generalizacion de las superficies tipo rosa.

Definicion 29. Una superficie tipo rosa generalizada R(p,k,n,d,a) es la
superficie circular CS(a, p) donde o es una curva de direccion, es decir, a es
la curva ciclica armdonica CH(n,d,a) que se encuentra en el plano z = k.

Para mas detalles la Definicion 29 puede consultarse en [5].
Algunas superficies tipo rosa generalizadas CS(a, p) para « = CH(n,d,0) y
p € R se denominan simplemente superficies tipo rosa como las descritas en
la seccion anterior.
En esta seccion presentamos la extension de las superficies tipo rosa, es decir,
trataremos a CS(«, p) para « = CH(n,d,a) cuando a # 0y p € C, donde C
es el conjunto de los niimeros complejos.

Proposicion 30. Una curva ciclica armonica CH(n,d,a) con a # 0, esta
dada por la siguiente ecuacion implicita.
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-Sin es un numero par (d puede ser impar)

Ld/2]

55 3 e () (1) () o)

Ln/2] n o
_ ( Z (_1)1 (QZ) xn—21y21 _ (ZEQ + y2>§

(-T2+y n+1<

donde B = d — 2k — 2I.
-Stn es un numero impar

d2kJ

/\
M
|
()
Ng
()
*M
/‘\
N al
~__
N\
o~ .
N
VRS
QU
o |
)
™
v
&
l\D
??‘
E
&)
+
Ned
N
~
[\

donde

(3.15)

D— |2 | si d es impar,
2k 1 sid es par.

Demostracion. Los casos cuando a = 0 fueron probados en la seccion ante-

rior, por lo tanto solo nos queda demostrar cuando a # 0.

Al sustituir las formulas estandar para convertir coordenadas polares a car-
seny = ———— en

x
tesianas, es decir, r = /2?2 + 92, cosp = ———,

/$2 + y2 /.T2 + y2
(2.8) y usando la identidad trigonométrica, obtenemos la siguiente condicion
para los puntos en CH (n,d, a):

cos%gp 2+ 9y? —a, Sen%gOZ \/1 — (V2?2 +y?2—a)?  (3.16)
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Utilizando de nuevo la féormula del &ngulo multiple del coseno, tenemos (2.11).
Asi,

Ld/2]
(412 (1) ()1 = (VI - W - o)

(/2] n
_ 1y n—2i, 2% 1
(e @

Aplicando el Teorema del binomio a la expresion (1 — (/22 + y% — a)?), la
ecuacion (3.17) se convierte en

- géj(—ni(;) 2"y (3.18)

Usando la misma féormula esta vez aplicada a (1/22 + y2 — a)?2*, obtenemos

@99y 33 (j]) (‘2) (d y %) a2 g 2

n/2] i o
= (—1)@(22,)3;”—2@2@. (3.19)

El lado izquierdo de la ecuacion (3.19) se puede escribir de la siguiente forma

Ld72k

J p) .
n d i\ [d—2k
) e (D) () () ey
ey 3 0 () () (2 + 1)
14 ; »p .
2, 9yntl dk_1f d J d—2k\ 4 or o1, 2, 2y
2 -1
+ (2% + %) 2.2 ;:0( ) (2].) (k) (21+1 a (2°+9°)

(3.20)
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donde

_ {L%J si d es impar, (3.21)

|52%] —1 sid es par.

Por lo tanto, las ecuaciones implicitas de las curvas ciclicas armoénicas son:
-Si n es un nimero par (d puede ser impar)

o (S5 R ()0 )

j=0 k=0 [=0

({2 B e (2)()

1=0

donde B—1=d—2k -2l —1.
-Si n es un ntmero impar

donde D es como en (3.21). O

Como la curva o = CH(n,d, a) se encuentra en el plano z = k, el origen
de esta curva puede o no encontrarse en el eje z, en el Cuadro 2.1 dicha
curva tiene como punto multiple al origen que es denotado por O, el cual
esta determinado por 2n o n si a es par o impar, respectivamente.

A un punto cualquiera sobre la curva CH (n, d, a) distinto de O lo denotamos
por D7, de acuerdo a esto y a la Definicion 29 podemos dar la siguiente
clasificacion, ver [10] y [11]:
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Tipo1: O =P, 00 = P;
Tipo2: O€z, O#P,i=1,2;
Tipo 3: D/ = P, o D’ = Py;
Tipo 4: DV € 2, DV # P;, i = 1,2;

Tipo 5: VZ € z, Z ¢ CH(n,d,a).

3.5. Visualizaciéon de las superficies tipo rosa
generalizadas

Los ejemplos siguientes fueron calculados y trazados en el programa Ma-
thematica, que pueden consultarse en [10] y [19].

a b c

Figura 3.9: CS(a, 0) de Tipo 1.

Las superficies tipo rosa generalizada que se muestran en la Figura 3.9
dadas por R(0,0,7,3,a), tiene como superficie circular a CS(«,0). En el
caso a, « = CH(7,3,0); en el caso b, « = CH(7,3,0.25); en el caso c,
a=CH(7,3,1) yenel casod, a« = CH(7,3,2.5). La curva tipo rosa corres-
pondiente se encuentra en el plano z = 0 y tienen como congruencia a C(0)
el cual es una congruencia parabolica.
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Figura 3.10: CS(a, 1) de Tipo 1.

La superficie tipo rosa generalizada que se muestra en la Figura 3.10, tiene
como superficie circular a CS(a, 1). En el caso a, « = CH(3,1,1.25); en el
caso b, a = CH(2,3,1.25) y en el caso ¢, « = CH(7,3,1.25). Para k = —1,
dicha curva se encuentra en el plano z = —1 y tienen como congruencia a
C(1) el cual es una congruencia eliptica.

a b c

Figura 3.11: CS(«, i) de Tipo 2.

La superficie tipo rosa generalizada que se muestra en la Figura 3.11 dada
por R(i,k,9,2,2), donde k = 0,0.5, 1 tiene como superficie circular a CS(«, 7)
para o = C'H(9,2,2) la cual se encuentra en el plano z = 0,0.5,1 y tienen
como congruencia a C(0) siendo esta una congruencia hiperbélica.
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(\
ANRN
N

a b c
Figura 3.12: CS(a, i) de Tipo 2.
La superficie tipo rosa generalizada que se muestra en la Figura 3.12 a y b,
tiene como superficie circular a CS(a, i) para a = CH(7,1,2) con k = 0.75,
0, respectivamente, y para la curva tipo rosa correspondiente se encuentra

en el plano z = 0.75, 0. Y para ¢, « = CH(7,1,1.5) con k = 0, esta curva se
encuentra en el plano z = 0.

O G

a b c

Figura 3.13: CS(«,0) de Tipo 3.

La superficie tipo rosa generalizada que se muestra en la Figura 3.13
tienen como congruencia a C(0) siendo una congruencia parabélica y tiene
como superficies circulares en el caso a, « = CH(3,1,0); en el caso b, a =
CH(3,2,0.5) y en el caso ¢, « = CH(3,2,0), para k = 0.
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L2 R

Figura 3.14: CS(«, p) de Tipo 4.

La superficie tipo rosa generalizada que se muestra en la Figura 3.14
considerando a las superficies circulares para a como v = CH(3,1,0) con
p=1,paraba=CH(3,1,0) conp=iyccona=CH(51,0) para p =i,

con « en el plano z = 0.

a b c

Figura 3.15: CS(«, p) de Tipo 5.

La superficie tipo rosa generalizada que se muestra en la Figura 3.15 tiene
como superficies circulares a « = CH(3,1,0) parap = 1,0, con « en el plano
z=0.



Apéndice

Los codigos que se muestran a continuacion fueron hechos en el software
Mathematica con el fin de poder visualizar las curvas y superficies tipo rosa,
las figuras que no se muestran fueron realizadas en otros software como: Corel
Draw, Geogebra y Desmos que tienen predefinida a la rosa polar, o donde
pueden ser mejor manipuladas.
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Cédigo para lavisualizacionde larosapolar o curva tipo rosa.
* N es entero

ni= Show[GraphicsArray[Table[PolarPlot[Cos[nt], {t, O, (Mod[n+1, 2] +1) Pi},
PlotLabel -» TraditionalForm[HoldForm[n] = n],
Ticks -» None, PlotStyle -» Red, DisplayFunction - Identity], {n, 2, 5}]

11

GraphicsArray::.obs : GraphicsArray is obsolete. Switching to GraphicsGrid. >
nizi= Show[%1, ImageSize » Large]

n=2 n=3 n=4 n=>5

Out[2]=

*nes racional

nz= Pi Denominator [#] IF[EvenQ[# /. Rational [X_, Yy _]=»Xy], 2, 1] &/e
{s/2,1/3,2/73,1/4,3/74,1/5,2/5,3/5}

ou= {4m, 3m, 67, 8, 8, 5, 10w, 5}

ni4i= Show [GraphicsArray [Partition[
PolarPlot[Cos[# t],
{t, 0, Pi Denominator[#] If[EvenQ[# /. Rational[X_, Yy ] =»XVy], 2,11},
PlotLabel - TraditionalForm[n == InputForm[#]],
PlotPoints -» 100, DisplayFunction - Identity,
Ticks -» None, PlotStyle » Red] & /e
(1/2,1/3,2/3,1/4,3/4,1/5,2/5,3/5}, 4,4, {1, 1}, {}11]

GraphicsArray::.obs : GraphicsArray is obsolete. Switching to GraphicsGrid. >

ns= Show[%4, ImageSize -» Large]

n=1/2 d& n=2/3 n=1/4
out[s)= QJ
n=3/4 n=1/5 n=2/5 n=3/5
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*nes irracional
nel:= Show[GraphicsArray[PolarPlot[Cos[#t], {t, O, 30Pi},

PlotLabel -» TraditionalForm[n == #],
PlotPoints -» 100, DisplayFunction - ldentity,
Ticks - None, PlotStyle » Red] & /@ {E, Pi, SqQrt[2]}]]

GraphicsArray::.obs : GraphicsArray is obsolete. Switching to GraphicsGrid. >

n7:= Show[%6, ImageSize -» Large]

n=e

:.:: Q\“i%\\\‘ \\\
\\'11' /
Out[7]= — gf;;: Z
e A




Codigo de las superficies tipo rosa.

rose[n_, d_] :=
{Cos[u] = Sin[Rational [n, d] *u], Sin[u] * Sin[Rational [n, d] xu], 0};

roseSur[n_, d_] :={1/2Cos[u] (Sin[n/d=x*u] +Sin[(n/d=%u)] %= Sin[v]), 1/2Sin[u]
(Sin[n/d=*u] +Sin[(n/d=xu)] % Sin[v]), 1/2Cos[v] *Sin[(n/d=xu)]};

tocka[t_, s_] :=
ParametricPlot3D[{t * Sin[v] * Cos[u], t*=Sin[Vv] »Sin[u], t*Cos[Vv]}, {u, O, Pi},
{v, 0, 2Pi}, Mesh » None, PlotStyle » {Hue[s], Specularity[White, 30]}];

opt = {PlotRange -» {{-1, 1}, {-1, 1}, {-0.5, 0.5}3},
Lighting » {{White, ImageScaled[{1, 1, 0.5}]},
{White, ImageScaled[{-1, -1, 0.5}]1}}, Boxed -» False, Axes - None,
Background - GraylLevel [0.7], ImageSize - {550, 400}};

roseSurfaceOd[n_, d_] := Show[Table[ParametricPlot3D[
roseSur [Numerator [Rational [n, d]], Denominator [Rational [n, d]]],
{u, i x*Denominator [Rational[n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(i +1) » Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]]},
{v, Pi/4, 3Pi/2}, PlotStyle » {Red, Specularity[White, 30]}, Mesh » {0, 0},
BoundaryStyle -> Black], {i, O, Numerator [Rational[n, d]], 2}],
Table[ParametricPlot3D[roseSur [Numerator [Rational [n, d]],
Denominator [Rational [n, d]]1],
{u, i *Denominator[Rational[n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(i +1) » Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]]},
{v, -Pi /2, 3Pi/4}, PlotStyle » {Red, Specularity[White, 30]}, Mesh » {0, 0},
BoundaryStyle -> Black], {i, 1, Numerator[Rational[n, d]], 2}],
tocka[0.04, 0.13],
opt];

roseSurfaceEv[n_, d_] :=
Show[Table[ParametricPlot3D[
roseSur [Numerator [Rational [n, d]], Denominator [Rational [n, d]]],
{u, i *Denominator[Rational [n, d]] »Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(i +1) » Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]]},
{v, Pi/4, 3Pi/2}, PlotStyle » {Red, Specularity[White, 30]}, Mesh » {0, 0},
BoundaryStyle -> Black], {i, O, 2 x Numerator[Rational[n, d]], 2}],
Table[ParametricPlot3D[roseSur [Numerator [Rational [n, d]],
Denominator [Rational [n, d]]17,
{u, i xDenominator[Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(i +1) » Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]]},
{v, -Pi/2, 3Pi/4}, PlotStyle -» {Red, Specularity[White, 30]}, Mesh » {0, 0},
BoundaryStyle -> Black], {i, 1, 2 » Numerator[Rational[n, d]], 2}1,
tocka[0.04, 0.13],
opt];

roseSurface[n_, d_] :=
IT[0ddQ[Numerator [Rational [n, d]]] && 0ddQ [Denominator [Rational[n, d]]1],
roseSurfaceOd[n, d], roseSurfaceEv[n, d]];

figure := {roseSurface};
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Manipulate[

figure[[1]][a, b],

{{J, 1, "appearance"}, {1 - "red"} , PopupMenu },
{{a, 9, "numerator n"}, 9,1, -1},

{{b, 1, "denominator d"}, 1, 9, 1},

ControlType -» Setter, SaveDefinitions » True]

appearance | red
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Codigo de Superficies tipo rosa en colores

rose[n_, d_] :=
{Cos[u] = Sin[Rational [n, d] *u], Sin[u] * Sin[Rational [n, d] xu], 0};

roseSur[n_, d_] :={1/2Cos[u] (Sin[n/d=x*u] +Sin[(n/d=%u)] %= Sin[v]), 1/2Sin[u]
(Sin[n/d=*u] +Sin[(n/d=xu)] % Sin[v]), 1/2Cos[v] *Sin[(n/d=xu)]};

rosel[n_,d_] :=
IT[0ddQ[Numerator [Rational [n, d]]] && 0ddQ [Denominator [Rational [n, d]]1],
ParametricPlot3D[rose[n, d], {u, O, Denominator[Rational[n, d]] =Pi},
PlotStyle » {Hue[0.9, 0.8, 1], Thickness[0.003]}],
ParametricPlot3D[rose[n, d], {u, O, 2 Denominator[Rational [n, d]] *Pi},
PlotStyle -» {Hue[0.9, 0.8, 1], Thickness[0.003]}11:;

tockal[t_, s ] :=
ParametricPlot3D[{t * Sin[v] * Cos[u], t*Sin[v] *Sin[u], t*Cos[v]}, {u, O, Pi},
{v, 0, 2Pi}, Mesh -» None, PlotStyle » {Hue[s], Specularity[White, 30]}];

optl = {Lighting -» "Neutral', PlotRange -» {{-1, 1}, {-1, 1}, {-0.5, 0.5}},
ImageSize » {550, 400}, Background - GrayLevel [0.7]};

roseSurfaceOdl[n_, d_] :=
Show[Table[ParametricPlot3D[roseSur [Numerator [Rational [n, d]],
Denominator [Rational [n, d]]1], {u, I »Denominator[Rational[n, d]] =
Pi / Numerator[Rational [n, d]], (i +1) »Denominator[Rational[n, d]] =
Pi / Numerator [Rational [n, d]1}, {Vv, Pi/4, 3Pi/2}, PlotStyle »
{FaceForm[Lighter[Hue[i / Numerator[Rational[n, d]], 0.9, 0.9]], Darker[
Hue[i / Numerator [Rational[n, d]], 0.9, 0.9]]], Specularity[White, 30]},
Mesh -» {0, 0}, BoundaryStyle -» Black], {i, O, Numerator [Rational [n, d]], 2}],

Table[ParametricPlot3D[
roseSur [Numerator [Rational [n, d]], Denominator [Rational [n, d]]],
{u, i *Denominator[Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(1 +1) » Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator[Rational [n, d]]},
{v, -Pi/2, 3Pi/4}, PlotStyle »
{FaceForm[Darker [Hue[i / Numerator [Rational[n, d]], 0.9, 0.9]], Lighter[
Hue[i / Numerator [Rational[n, d]], 0.9, 0.9]]1], Specularity[White, 30]},
Mesh -» {0, 0}, BoundaryStyle -» Black], {i, 1, Numerator[Rational[n, d]], 2}],
tocka[0.04, 0.13],
opt];
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roseSurfaceEvl[n_, d_] :=
Show[Table[ParametricPlot3D[

roseSur [Numerator [Rational [n, d]], Denominator [Rational[n, d]]1],

{u, 1 x*Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(1 +1) » Denominator [Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]]},

{v, Pi/4, 3Pi/2}, PlotStyle »
{FaceForm[Lighter[Hue[i / Numerator[Rational [n, d]] /2, 0.9, 0.9]11],

Darker [Hue[i / Numerator [Rational[n, d]] /2, 0.9, 0.911],
Specularity[White, 30]}, Mesh -» {0, 0}, BoundaryStyle -» Black],
{1, 0, 2 % Numerator [Rational [n, d]], 2}],

Table[ParametricPlot3D[
roseSur [Numerator [Rational [n, d]], Denominator[Rational[n, d]]1],
{u, i *Denominator[Rational [n, d]] = Pi / Numerator [Rational [n, d]],
(1 +1) » Denominator[Rational [n, d]] = Pi / Numerator[Rational [n, d]]},
{v, -Pi/2, 3Pi/4}, PlotStyle »
{FaceForm[Darker [Hue[i / Numerator [Rational[n, d]] /2, 0.5, 0.9]1],
Lighter[Hue[i / Numerator[Rational[n, d]]/2, 0.5, 0.9111,
Specularity[White, 30]}, Mesh » {0, 0}, BoundaryStyle - Black],
{i, 1, 2% Numerator[Rational[n, d]]1, 2}],
tocka[0.04, 0.13],
opt];

roseSurfacel[n_,d ] :=
IT[0ddQ [Numerator[Rational [n, d]]] && 0ddQ[Denominator [Rational[n, d]]1],
roseSurfaceOdl[n, d], roseSurfaceEvli[n, d]];

figure := {roseSurfacel};
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Manipulate[

figure[[1]][a, b],

{{J, 2, "appearance'"}, {2 » "different colored petals",} , PopupMenu},
{{a, 9, "numerator n"}, 9,1, -1},

{{b, 1, "denominator d"}, 1, 9, 1},
ControlType » Setter, SaveDefinitions - True]
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Coédigo de laconstruccionde las superficies tipo rosa.

nio1= rosefn_, d_] :=
{Cos[u] » Sin[Rational [n, d] +u], Sin[u] +Sin[Rational [n, d] *u], 0};

ni1o2i= rosesSur[n_, d_] := {1/2Cos[u] (Sin[n/d=*u] +Sin[(n/d=%u)] %= Sin[v]), 1/2Sin[u]
(Sin[n/d=*u] +Sin[(n/d=xu)] % Sin[v]), 1/2Cos[v] *Sin[(n/d=xu)]};

npoz= rosel[n_, d_] ==
IT[0ddQ[Numerator [Rational [n, d]]] && 0ddQ [Denominator [Rational [n, d]]1],
ParametricPlot3D[rose[n, d], {u, O, Denominator[Rational[n, d]] =Pi},
PlotStyle » {Hue[0.9, 0.8, 1], Thickness[0.003]}],
ParametricPlot3D[rose[n, d], {u, O, 2 Denominator[Rational [n, d]] *Pi},
PlotStyle -» {Hue[0.9, 0.8, 1], Thickness[0.003]}11:;

npoap= circles[n_, d_] :=

I¥[0ddQ [Numerator [Rational [n, d]]] & 0ddQ [Denominator [Rational[n, d]]1],

Table[ParametricPlot3D[roseSur[n, d] // Evaluate, {v, 0, 2Pi},
PlotStyle » Darker[Blue]l], {u, O, Denominator[Rational [n, d]] *Pi,
Denominator [Rational [n, d]] =Pi /31}],

Table[ParametricPlot3D[roseSur[n, d] // Evaluate, {v, 0, 2Pi},
PlotStyle -» Darker[Blue]], {u, O, 2 Denominator [Rational [n, d]] *Pi,
Denominator [Rational [n, d]] *Pi /23}171;

nposi= tockal[t_, s_] :=
ParametricPlot3D[{t * Sin[v] * Cos[u], t*Sin[v] *Sin[u], t*Cos[v]}, {u, O, Pi},
{v, 0, 2Pi}, Mesh -» None, PlotStyle » {Hue[s], Specularity[White, 30]}];

niposi= plane = ParametricPlot3D[{x, vy, 0}, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotStyle »
{GrayLevel [0.5], Opacity[0.9]}, Mesh » {0, 0}, BoundaryStyle - Black] ;

nipo7= optl = {Lighting -» ""Neutral*, PlotRange -» {{-1, 1}, {-1, 1}, {-0.5, 0.5}},
ImageSize » {550, 400}, Background - GrayLevel [0.7]};

niosl= roseSurface2[n_, d ] :=
Show[circles[n, d], rosel[n, d], tocka[0.03, 0.13], plane, optl]

niooy= Figure = {roseSurface2};
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niiop= Manipulate[
figure[[1]][a, b],
{{J, 3, "appearance'"}, {3 - "construction"} , PopupMenu },
{{a, 9, "numerator n"}, 9,1, -1},
{{b, 1, "denominator d"}, 1, 9, 1},
ControlType » Setter, SaveDefinitions - True]
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